TD - Rappels d’algébre linéaire et calcul matriciel MP* INP-HB

I) Techniques de premiére année

A) Calcul matriciel

A.1 Produit matriciel

Exercice 1: * 1.20.1

Calculer les produits suivants :
1 2V (o 1 1 0\ (2 -6 LSy g 9 g
) = -7 3 G ) =
& (1 J(1 [)J"{Q ({} QJ (3 QJ Fs 38 (0 10 (JJ
‘35 4\/0 1 0 0 0 1\/1 5 3 4
P, (G P) ?){ 10 u} Ps { 10 0)( 2 3 4 1)
k1 9 8 ku 0 2 ku 10, k 0 39 1
{’ 3 4 2 u‘\ 01 0 u‘\ [ 1 7 1‘\ (’0 10 0‘\‘
P 1 5 3 &(|0 0 1 0 p 1 0 3 -8{{0 0 10
6 3 1 7 1J 00 0 1J 2 1 9 1J 000 1J
2 5 10 1/\0 0 0 0, 2 -3 1 -5/\1 00 0
("1 1 7 1\V/1 1 0 {}‘\ (2 1 7 1‘\ ("0 00 1‘
b 10 3 —gllo 2 11 P 1 6 3 oll2 2 10
=12 1 9 —1]lo o o 1J °= 9 1 7 1J 0010
—2 31 —5/\1 010 22 5 2J\1 102
{ 12 -1 (’u 0 1 1‘\ {'U 11 0‘\ (’1 12 2‘\
P 2 8 1 —1{13 3 1 1 P 120 0({2 1 1 1
10 1 -2 2 -9 1100J H 20{}1J1112J
2 21 -5/\0 011 1 o1 1)\1 222
(’1 1 1 0 ] (1 1 4 8‘]
1 1 -2 1 2 2 1 2
)r
Pra k? 2 0 0 Jk? 3 2 -1)
1 0 0 J\1 1 2 4

A.2 Calcul d’inverses, systémes linéaires, déterminants

Exercice 2: * 1.20.10

Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Si oui, déterminer leur inverse 7
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1.
1 4 2 2 2 1 72 2 -8
h (2 nJ ta (11) ta (1 Q'J b (3 1J ts (3 1)
2.
1 20 00 1 210 1 5 4 3 4 5
1 {2 1 2] A7 =0 1 1\ 1s (1 i} 2\ g (2 3 —1| Ap (n i 7\
L(J 1 1J kl 2 0) L_-l 2 UJ k; 1 2) k? 8 GJ
3.
(’1 00 1‘ (1 2 1 3‘\ {’“s 1 3 ]
2 10 1 2 4 1 1 2 2 0 1
t 13 1 1J bz 2 2 9 1J As= 5 5 3J
0 10 1 2 1 2 5, 3 1 4 4
1,
12 0 0 O 12 0 0 O
fn 120 n] ra 120 n)
ly= |0 01 2 0 Ass 03120
lu 00 1 2 Lo 03 1 2
00001 000 3 1
5.
/1 23 1 0 /1 3 5 1 2
( 1 12 -2 1 f 1 2 3 -1 2)
A 210 1 0 A7 3 1 3 1 3
L1 00 1 UJ L 1 -2 -3 —4 3J
2 03 1 1 2 3 2 1 0

Exercice 3: * 12025

Déterminer ’ensemble des solutions des systémes linéaires suivants :

[ Y+ 3z 1 (x4 2y 1
1 { 2r — 2y + = 3 4. { 2r +y 2

L Qr—y—=z 0 { ir + 4y 1

Cry+ 22— 5t 1 o+ 2+ 2+ 2+ 3u 2
2 r— 2y +t 0 5. T+ dy+ z+ 2t 1

20 —z—t 2 Yy — Ju 1

[ =+ 1 (242 +2+2+3u 2
3 2r +y 2 6 { r+3y+ 2+ 2

l ar + 4y 3 [ v Ju 0

Exercice 4: %% 1252

Calculer les déterminants suivants. On cherchera des expressions aussi factorisées que
possible.
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a+bh b+ e ¢+
1. a2+ 8 B+ e+ a? 1 1 1 1
B PP o8l | b . J
a ¢ ¢ b Tla2 B &2 &
L le a b oe bed acd abd abe
. c boa c 1 a b ac
b c c a 6. 1 b ¢ ME
l+a b a b 1 e d ac|
. b 1+a b a 1 d a bd
3 a b l+a b 0 1 1 1
b a b l+a 10 e b
(b+ ¢ b o2 - 1 a2 0 2
1 a” (e+ a)? 2 1 b2 & 0
a b? (a+b)
J

A.3 Calcul de rang

Exercice 5: * 12443

Déterminer le rang des matrices suivantes :

0 1 3 -2 1 00 3 0

L -3 2 3 0 10 10 0 2
Mi=|2 2 o M = ) B M; =

! Lo 6 2 3 0 —2 1 1 ’ 2 0 -1 -1

' ! 1 -1 4 -2 3 10 5 2

B) Espaces vectoriels

Exercice 6: * 1232

Parmi les sous-ensembles suivants de l'espace vectoriel des fonctions de R dans R,
lesquels sont des sous-espaces vectoriels 7

1. Le sous-ensemble des fonctions positives.

Le sous-ensemble des fonctions s’annulant en 1.

Le sous-ensemble des fonctions tendant vers +oo en +oo.

Le sous-ensemble des fonctions admettant une limite finie en +4oo0.
Le sous-ensemble des fonctions périodiques dont 1" est une période.

Le sous-ensemble de toutes les fonctions périodiques (quelle que soit la période).

NS ot N

Le sous-ensemble des fonctions de classe C", mais pas C"™.

Exercice 7: * 1235

Pour chacune des familles suivantes de R?, dire si elles sont libres, génératrices; les-
quelles sont des bases ?
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Exercice 8: * 12312

Soit, dans R?, les quatre vecteurs suivants :
v = (1,1,-1),v9 = (1,2,4),v3 = (3, —1,a),vs = (2,3,b)

Déterminer a et b tels que Vect(vy, vy) = Vect(vs, vy).

Exercice 9: * t.2/.2

Déterminer les images et noyaux des endomorphismes de K" (n = 2 ou 3) canonique-
ment associés aux matrices suivantes :

Exercice 10: * t.24.31

Montrer que les applications f ci-dessus sont des applications linéaires de E dans F, et donner leur

matrice relativement aux bases B et C de E et de F.

1. E=R2 F=PR2 f(r,y) = (z+ 2,3z —3y), B= ((?) (_11))(? = ((i) s (_11))

1 1 1 1 0 0
2. E=R}F=R3 f(r,y,2) = (z—2y,y+z,2—x), B = L, {of,[1]]C= L. ]1].]0
0 2 1 1 1 1
8. E=F=R,[X], f=id, B=(1,X —a,(X —a),....,(X —a)"), C = be.
4, E=F=R,[X], f=id, B=bec.,C=(1,X —a,(X —a)’...., (X —a)")
5 E=F=R,[X],f=id, B=bec.,C=(1,1+X, 1+ X+ X2 ..., I+ X+ X2 4.+ XM
6. F = F = Vect(cos,z — zcosz,sin,z — zsinz), f(g) = g', B = C = (cos,z — rcosz,sin,r —
rsinz)
7. E = R,[X], F = Bq[X], f(P) = R, reste de la division de P par X —3X + 2, B=h.c..C = b.c.
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Exercice 11: * .24.36

Soit f 'endomorphisme de R"™ dans lui-méme (n = 2 ou 3) associé a la matrice A ci-dessous, relativement

anx bases B et C. Exprimer la matrice de f relativement aux bases B’ et C'. en se servant de la formule
de changement de base.

b e 00)
e '< )

]

Exercice 12: * (2441

Déterminer les M € M3(R) tels que M? =

o OO
o O O
o O =

IT) Sommes directes

Exercice 13: * 4.101.3

Pour d € N, notons H; Iensemble formé des fonctions polynomiales de R? vers R
homogenes de degré d c’est-a-dire pouvant s’écrire comme combinaison linéaire de
fonctions monomes de degré d.

Montrer que (Hg)o<a<n est une famille de sous-espaces vectoriels en somme directe.

Exercice 14: * q.101.4, t.25.14

Soit E un K-espace vectoriel et F, ..., E,, Fi,..., F, des sous-espaces de E tels que :

3

@El: FietVie[l,n],E; € F

=1

~.
s
,_.

Montrer que pour tout i € [1,n], E; = F;
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Exercice 15: %% 41016

Dans I'espace F des fonctions continues de [—1; 1] vers R, on considére les sous-espaces vectoriels

Fy={f€E | festconstante}, F,={feE |Vte][-1;0], f(t)=0} et

F,={feE|Vte|o;1], f(t)=0}.

Etablir

E=F &FeF,.

Exercice 16: %% 41019

Soient pq,...,p, des endormophismes d’un espace vectoriel E vérifiant :
prt+-tpo=IdgetVi<i#j<n,pop; =0

Montrer que les endomorphismes py, ..., p, sont les projecteurs associés a une décom-
position en somme directe de E.

Exercice 17: %% ;2315

Soit E' un espace vectoriel sur un corps K, et V(E) l'ensemble des sev de E. Pour
V e V(E), on note :

[ VE) — V(E)
W'{X — XAV

by [ VE) — V(D)
Vol X — X4V
Montrer que :
1. oy injective si et seulement si py surjective si et seulement si V = E.

2. 1y injective si et seulement si 1y surjective si et seulement si V = {0}.

ITT) Noyaux, images, rangs, liberté

Exercice 18: * q4.101.21

Soient A € M,,(K), B € M,(K) et M la matrice

A O,
M - (Opﬂ B’p> S Mner(K)

Etablir que rg M =g A + rg B.
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Exercice 19: * 2426

Soit E un espace de dimension 3, et f € L(E) tel que f # 0 et fo f = 0. Montrer que
le rang de f est 1.

Exercice 20: * t.2/.9

Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soient u € L(E,F) et v €
L(F, E) tels que uocvou=uetvouov=uv.

1. Montrer que rgu = rgv = rg(v ou) = rg(u o v).

2. Que peut-on dire de Imv + Keru?

Exercice 21: * 2410
Soit Ey, ..., E, des espaces vectoriels sur un corps K, de dimension finie, et pour tout
i€ [1,n], soit f; : E;_; —> E; une application linéaire. On suppose que :
fl f2 fn
{0} — EBy—FE — ... E,— {0}
est exacte, ce qui signifie que f; est injective, f, est surjective, et pour tout ¢ €
[1,n—1], Im f; = Ker f; ;. Montrer que :

n

D (=1 dim B =0

k=0
: 4.

Exercice 22: * 1410

Trouver un endomorphisme f tel que Im f = Ker f.

Exercice 23: *% p.11, hg.12

Trouver un endomorphisme f qui est injectif mais pas surjectif, puis un endomorphisme
surjectif qui n’est pas injectif.

Exercice 24: %% 4101.25

Soient A, B € M,,(K).

1. Exprimer le rang de la matrice M décrite par blocs M = (ﬁ é)

2. Calculer I'inverse de M lorsque cela est possible.

J

Exercice 25: %% 4.101.30

Soient A, B € M,,(K).
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1. Justifier qu’il existe U,V € GL,(K) tels que
rg(UA + BV) = min(n,rg A + rg B)
2. On suppose rg A + rg B = n. Montrer qu’il existe U,V € GL,(K) tels que

UA + BV € GL,(K)

Exercice 26: ** ,.4.33

Pour tout a € R, on note f; : { IE — R

libre.

s Jz—a| Montrer que la famille (f,).er est

J

Exercice 27: x% p4.2

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E,F) et v €
L(F, E) vérifiant uovou =wu et vouov =v. Montrer que £ = Keru ® Imv.

2. Quelle relation peut-on en déduire entre les rangs de u et v 7

3. Soient u € L(E,F), E; tel que E = Keru@® E; et F} tel que F = Imu @ F.
Montrer qu’il existe une unique v € L(F, E), de noyau F} et d’image E, telle que
uovou=uetvouov =n.

Exercice 28: %% (2/.12

Soit. ' un espace vectoriel de dimension finie, et f, g dans L(E).

1. Montrer que rg(f + g) < rg(f) + rg(g).
2. On suppose que fog = 0 et que f + g est un automorphisme. Montrer que
rg f +rgg =dimFE.

Exercice 29: *xk% ;2,3

Soit n € N* et soit (X;)ie[1 n+1] une famille de parties non vides de [1,n]. Montrer
qu'il existe deux sous-ensembles disjoints I et J non-vides de [1,n + 1] tels que

Uxi=x

el jeJ

Exercice 30: x%x* 3.4

Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que u € GL(E) est un échangeur s’il existe des
sous-espaces vectoriels F,G tels que £ = F® G, u(F) € G et u(G) < F. Montrer
que u est un échangeur si et seulement si il existe des endomorphismes a et b tels que
u=a+bavec a® = b = 0.
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Exercice 31: *x%% 49

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Trouver une condition

nécessaire et suffisante sur u pour qu’il existe v € L(E) telle que u + v € GL(E) et
uov = 0.

IV) Endormophismes et matrices

A) Généralités

Exercice 32: * 4.101.3

Soit A € M3(R) une matrice vérifiant A = O3 et A% # Os.
Etablir que A est semblable & la matrice

B:

O = O
_ o O
o O O

Exercice 33: * 4.101.42

Les matrices suivantes sont-elles semblables ?

3 6 -5 -9 12 6 21
1 -6 5 -2 022 5
A=14 10 8 3|*4=00 3 2
0 -3 2 0 000 5

v
Exercice 34: * 4.101.44

Quelles sont les matrices carrées réelles d’ordre n qui commutent avec diag(1,2,...,n)
et lui sont semblables ?

Exercice 35: x% ;2323

Lemme de Schur.

1. Soit E un espace vectoriel sur R ou C, et f un endomorphisme de E. Montrer que
si pour tout x € E, la famille (x, f(x)) sont colinéaires, alors f est une homothétie.

2. Soit f € L(E) tel que pour tout uw € L(E),uo f = fowu. Montrer que f est une
homothétie (avec 'axiome du choix).
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Exercice 36: %% b.6.21, b.6.2/

1. Que dire d’'un endomorphisme d’un ev de dimension finie qui stabilise toute droite
vectorielle 7

2. Que dire d’'un endomorphisme de R™ qui dont la matrice dans toute base est la
méme 7

3. Que dire d’'un endomorphisme de R"™ qui commute avec tout projecteur?

Exercice 37: %% 4.101.45

Soit A € M,,(K) une matrirce de rang 1.

1. Montrer que A est semblable & une matrice dont les n — 1 premiéres colonnes
sont nulles.

2. En déduire A* = (Tr A)A et det([,, + A) = 1 + Tr A.

| L

Exercice 38: %% 4.101.36

Soit A € M3(R) une matrice non-nulle vérifiant A*> = O3. Déterminer la dimension de
I’espace :
C={MeM;3R)| AM — MA = Os}

Exercice 39: %% p.46.26

Théoréeme d’Hadamard.
Soit A = (a;5)1<ij<n € Mu(R) telle que

Vie[1,n],]aa| > ) ]

J#i

Montrer que A est inversible.

Exercice 40: *%% 4.3

| .

On fixe n € N*. Une matrice M € M, (R) est dite bistochastique lorsque tous ses
coefficients sont positifs et que la somme de ses coefficients sur une ligne ou une colonne
quelconque vaut 1. On note D,(R) 'ensemble formé par ces matrices.

1. Montrer que D, (R) est convexe.

2. Un élément P de D,(R) est dit extrémal lorsque : Y(4, B) € (M,(R))? Vt €
10,1[,(1—-t)A+tB=P= A=B.
Montrer que toute matrice de permutation est un élément extrémal de D, (R).

3. Montrer que tout élément extrémal de D,(R) est une matrice de permutation.
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B) Projecteurs

Exercice 41: * 1.6.36
Soit E un espace vectoriel sur un corps K, Fy, F1, Gg et G des sev de E. Soit f (resp.
g) le projecteur de E de noyeau Fy (resp. Go) et d’image F; (resp. G1). Supposons que
fog=golf.

1. Démontrer que h = f o g est un projecteur de E et que son image est F; n G.

2. Déterminer le noyau de H.

| L

Exercice 42: * t.24.20

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n, ot K est un sous-corps de C. On
se donne n endormophismes non nuls de E, py,...,p,, tels que pour tout (7,7) €
[1 ,n]]2 ,Di ©pj = 6;;p;. Montrer que les sous-espaces Im(p;) sont en somme directe et
que pour tout i € [1,n], rg(p;) = 1.

Exercice 43: %% p4.15

Trouver un endomorphisme f de E tel que £ = Im f @ Ker f mais qui n’est pas un
projecteur.

Exercice 44: %% 3.4.37

Soit E un espace vectoriel sur un corps K, soient p et ¢ deux projecteurs définis sur E.

1. Montrer que p + g est un projecteur si et seulement si poq+qop = 0 si et
seulement st poq=qop=0.

2. Interpréter cette condition en terme de noyaux et d’images de p et q.

3. Montrer que si 7 = p + ¢ est un projecteur, Kerr = Kerp n Kerq et Imr =
Imp + Im q. Montrer que cette somme est directe.

4. On suppose dans cette question que r = p+ q¢ — poq et Imp < Ker g, montrer
que r est un projecteur dont on déterminera le noyau.

Exercice 45: %% (2232

Soit E un R-espace vectoriel.

1. Soit f € L(E), et g un projecteur de E. Montrer que : Ker(f o g) = Ker(g) @
(Ker f nIm g).

2. Soit f un projecteur de E, et g € L(F). Montrer que : Im(f o g) = Im(f) n
(Ker f +Img).

3. Soit f et g deux projecteurs de E. Montrer que f o g est un projecteur si et
seulement st :

Im(f) n (Ker(f) +Im(g)) < Im(g) ® (Ker f n Ker g)
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Exercice 46: xx% 4439

1. Soient n € N*, A une partie finie de cardinal m de GL,(C) stable par produit.
Montrer que Z Tr(M) € mZ.
MeA

2. Soit G un sous-groupe fini de GL,,(C) tel que Z Tr(g) = 0. Montrer que Z g=0.
9eG geG

.

C) Nilpotents

Exercice 47: * p.06

Soit u un endomorphisme nilpotent dans un espace vectoriel de dimension n. Montrer
que l'indice de nilpotence de wu est inférieur a n.

| .

Exercice 48: * 1416

Trouver un endomorphisme f de E tel que, pour tout vecteur z de FE, il existe p e N
tel que fP(z) = 0, mais qui n’est pas nilpotent.

Exercice 49: *x% ;97

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n. Soient uy, . . ., u, des endomorphismes
nilpotents de E qui commutent deux-a-deux. Que peut-on dire de uy o---ou,?

Exercice 50: xx% 4429

Soit M € M,,(Q) nilpotente. Montrer que I,, + M a une racine carrée dans M, (Q).

.

V) Systémes linéaires et déterminant

Exercice 51: %% 4101.52

1. Soient A, B € M, (R). Montrer que :

|

2. Soient A, B € M, (R) telles que AB = BA. Montrer que det(A* + B?) > 0.
3. Trouver un contre-exemple & (2) si A et B ne commutent pas.
4. Soient A, B,C, D € M, (R) telles que AC' = C' A. Montrer que :

A B
C D

’ = det(AD — CB)
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Exercice 52: *% .4.56

Soient A et B deux matrices de M, (R). On suppose qu’il existe P dans GL,,(C) telle
que B = P~'AP. On veut montrer qu'’il existe Q € GL,,(R) telle que B = Q™" AQ.

1. Ecrivons P = R+1S avec (R, S) € M, (R). Montrer que RB = AR et SB = AS.
2. En déduire que : YA e R, (R + A\S)B = A(R + \S). Conclure.

Exercice 53: *% ;.6.57

Soit n € N*.
1. Si M € M,,(K), calculer rg(Com(M)) en fonction de rg M.

2. Montrer que, pour tout (A4, B) € M, (C)? Com(AB) = Com(A)Com(B). On
pourra commencer par traiter le cas des inversibles.

3. L’application Com est-elle injective 7

4. Quelle est son image dans M,,(C)? Méme question sur R, puis sur Q7

<
\.

Exercice 54: *%% 410159

Soient A, B,C, D des matrices carrées d’ordre n, réelles et commutant deux-a-deux.

A B) est inversible si et seulement st AD — BC est.

Montrer que la matrice M = (C D

Exercice 55: xkx% 447

1. Soit A € M, (Z). Montrer que A est inversible dans M, (Z) si et seulement si
det A = +1.

2. Soient a,b € Z. Donner une CNS sur a et b pour que (a,b)’ soit la premiére
colonne d’une matrice de taille 2 a coefficients entiers de déterminant +1.

3. Soient aq,...,a, des entiers relatifs premiers entre eux dans leur ensemble. Mon-
trer que (ay,...,a,)  est la premiére colonne d’une matrice de taille n & coeffi-
cients entiers de déterminant +1.

4. Soient U,V € Z". Donner une CNS sur U et V pour qu’il existe A € GL,(Z) dont
la premiére colonne soit U et la deuxiéme V.

Exercice 56: xk% 452

Soient n € N* et A € My,(R). On suppose que les coeflicients diagonaux de A sont
tous nuls et que les coefficients en dehors de la diagonale sont dans {—1,1}. Montrer
que A est inversible.
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VI) Formes linéaires, hyperplans, trace

Exercice 57: * 12453
Soit n € N*, Ae M, (R)* et

Cf Ma(R) — M, (R)
T'{M — M —Tr(M)A

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.
2. Donner une CNS sur Tr A pour que T soit bijective.

3. Caractériser T lorsque T n’est pas bijective.

Exercice 58: x% 342

Soit f e LIM,(R),R).
1. Montrer qu’il existe une unique C' € M,(R) telle que pour tout A €
M, (R), f(A) = Tr(AC).
2. On suppose que pour tout (A4, B) € M,(R)? f(AB) = f(BA). Montrer que
F=ATron AeR.

| .

Exercice 59: *% 4.3

| L

Soit n > 2 et soit H un hyperplan de M,,(K).
1. Montrer que H contient au moins une matrice inversible.

2. On suppose que H est stable par multiplication. Montrer que I, € H.

Exercice 60: *% p.4.25

Soit A € M,,(C).
1. Soit u € L(E) tel que Va € E, (z,u(x)) est lice. Montrer que u est une homothétie.

| .

2. Montrer que Tr(A) = 0 si et seulement si A est semblable & une matrice de
diagonale nulle.

3. Soit A telle que Tr(A) = 0. En déduire qu’il existe (B, C) € (M,,(C))? telle que
A=DBC-CB.

| .

Exercice 61: %% 4.101.71

Soit n un entier > 2 et A un hyperplan de M,,(C) stable pour le produit matriciel.

1. On suppose que I, ¢ A. Montrer, si M? € A, que M € A. En déduire que pour
tout ¢ € [1,n] que la matrice E;; est dans A. En déduire une absurdité.

2. On prend n = 2. Montrer que A est isomorphe a 'algébre des matrices triangu-
laires supérieures.

.
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